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Plan de |'exposé

e Introduction a l'analyse statique de programmes
e Construction du domaine abstrait des graphes de potentiel x — y < ¢
e Généralisation aux octogones +x + y < ¢

e Généralisation a x — y € D, ou D est a valeur dans une algebre quasi-dioide
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Introduction a la sémantique

|dée : associer 3 un programme p un objet mathématique [p[ décrivant son comportement.

Exemple :
>* — S
p — [p]
let fibo a =
if a<2 then 1 feZ—7)

else fibo(a-1)+fibo(a-2)

But : prouver formellement la correction d'un programme : absence de bugs, respect d'une spécifi-
cation, terminaison, etc. par une preuve mathématique sur [[p]]

Analyse statique : construire un programme permettant de calculer automatiquement [].
Comme [-] n'est généralement pas calculable, on se contentera d'une approximation déci-
dable et sire [-]*.
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Découverte d'invariants numériques

Hypothese : programmes sans procédure, les variables v € V sont a valeur dans I[, T = Z, Q ou R.

Sémantique : a chaque point de programme p; on associe un invariant X; ¢ P(V — )
valable a tout instant de toute exécution de p [Floyd 76].

Exemple :
int a, x, tab[-max,max]
x :=1; a :=0; (1) X : =1 a=20
while x<max do (2) Xo: 0< o< max —r<a<czx a = x [2]
if rand(2)=0 X3: 0<x < max —r<a<xz+1 a=x-+1|[2]
then a := a+l (3) Xy 0< o< max —rx—1<a<zx a=x-+1|[2]
else a := a-1 (4) Xs5: 0<z<max —z—-—1<a<z+4+1 a=z+1]2]
(5) x := x+1 (6) Xe: 0 < x < max —rx<a<ux a = x [2]
done (7) X7 T = max —max < a < max a = max [2]
tabla]l := tabl[a]l+1

Utilité : éviter les divisions par 0, dépassement de bornes de tableau, prouver des exclusions mu-
tuelles, etc.
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Méthode de calcul des invariants

Méthode : propagation des X; le long du graphe du flux de controle jusqu'a obtenir la
stabilité.

Algorithme : [Kleene 52]
e initialisation : X = (;
e calcul : Xk+1 Fy(XF, ..., X%);
exit e arrét : quand Vi, XF = Xf_l.

F; est appelée fonction de transfert
Exemple - X§ = { (x4 1,a) | (z,a) € XFUXF}

a:=a+1l a:=a-1

(3)\ )/(4) Le calcul n'est pas automatisable car :
s ° Xf € P(V + 1) pas représentable en machine;

6 L qe
©) e les itérations peuvent se stabiliser a w.

Probleme : comment définir une méthode approchée siire et calculable?
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Interprétation abstraite pour les invariants numériques

L'interprétation abstraite est une théorie de comparaison des sémantiques [Cousot Cousot
77].

Méthodologie : définition d'un domaine numérique abstrait

e choix d'un ensemble abstrait D¥ représentable en mémoire : chaque D! € D¥ correspond 3
un invariant par I' : Df = P(V — 1);
e chaque invariant D € P(V + 1) a une approximation D" dans D : I'(D¥) D D;

e chaque fonction de transfert F a une approximation F" calculable dans D*
C(F¥(D},...,D%)) 2 F(I(D5),...,T(DY)):
e définition d'une structure d’'ordre partiel ou de treillis sur Dt -

e définition d'un opérateur d'accélération de convergence (élargissement V).

Propriété : I'interprétation abstraite garantit que Xf est calculable en temps fini et vérifie
['(X7) D X, (sireté).

Conclusion : les problemes sémantiques sont résolus, la définition de domaines abstraits adaptés
et efficaces releve de I'algorithmique...
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Domaine concret

]

Domaine des intervalles
I'(D*) = { boites }
[Cousot Cousot 76]

v € |a,b]
cout linéaire

Xg: x> 1

Domaines abstraits classiques

Domaine des polyedres
I'(D*) = { polyedres convexes }
[Cousot Halbwachs 78|

avg+ -+ apv,—1 < c
colit exponentiel

i, | @ =max
71 —max < a < max

But : enrichir le choix de domaines abstraits pour adapter le ratio coiit / précision.
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Introduction aux Graphes de Potentiel

Soit V = {wog,...,V,_1} un ensemble de variables a valeur dans I (I = Z,Q ou R).
Une contrainte de potentiel est de la forme x — y<cuzxzyelV cel

Représentations :

Le graphe de potentiel G est le graphe orienté, pondéré défini par
e les noeuds sont étiquetés par les éléments de V;

e il y a un arc de poids ¢ de v; 3 v; si (v; —v; < c¢) € D",

La matrice d’adjacence m de G est définie par :
e m est carrée, de dimension n X n, d'éléments a valeur dans T U {400} ;
e m;; =c<+oosi(v; —v; <c) € DF;
e m;; = 400 sinon;

e m est aussi appelée Difference-Bound Matrix (DBM).

m représente |'invariant I'(m) appelé zone :

I'm) ={ (zo,...,2n-1) €1 |Vi,j, x; —z; <my; }
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Systeme de
contraintes

Graphe de

potentiel

U1 — Vo
Vo — U1
V2 — Vo
Vo — U2

V1 — VU2

VANVANRVANRVANIVAN

Exemple

Invariant

Matrice
d’'adjacence

(DBM)

V2
w |
U1
Vo U1 V92
vo | +oo 4 3
vi| -1 H4oo Ho©
V2 —1 1 —+00

Extension : on pose la contrainte implicite vg = 0 pour permettre a un graphe de potentiel de
représenter des contraintes de la forme v; < ¢ par v; — vg < .

|dée : peut-on utiliser cette représentation pour définir un nouveau domaine numérique abstrait
correspondant 3 des invariants de la forme x —y < cet £ < c¢?

Pour cela : définir une structure de treillis, des fonctions de transfert et d'accélération de convergence.
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Structure mathématique des matrices d’'adjacence

Treillis : extension point-a-point de I'ordre partiel (I U {+oc}, min, max).

m<dn < Vi,7, m;; <ny; ordre partiel
'm A nl;; = min(m;;, n;;) plus grand minorant
im V nl;; = max(m;;, n;;) plus petit majorant

En ajoutant un plus petit élément L, I'ensemble des matrices d’adjacence forme un treillis.

Passage a I :

e I nest pas injective : I'(m) =T'(n) = m =n;

e m<In — ['(m) C I'(n), mais pas la réciproque;

e 'mAn) = I'(m)NT(n);

e 'mVn) O I'(m)UT(n).
Problemes : comment déterminer I'(m) -9, ['(m) = ['(n), I'(m) é ['(n)?
existe-t-il une meilleur approximation pour U?
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Forme normale et test du vide

|dée : dériver des contraintes implicites par sommation de poids sur des chemins

— Vo — Vg < 2
() Vo
2

(B)

Théoreme :

e I'm) =( <= G aun cycle de poids total strictement négatif ;

e si I'(m) # 0, le graphe de plus court chemin m* est une forme normale : m* =
ming{ n | ['(m) =T'(n) };

e si'(m),['(n) # 0, alors '(m) CT'(n) <= m*<In", ['(m)=1(n) <= m"=n"
et ['(m* V n*) est la meilleur approximation de I'(m) U I'(n).

Définition du plus court chemin :

N—1
m;; =~ mmn E : Mg dg 41
(i=101,...,iN=7) 1
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Algorithme de Floyd-Warshall

Algorithme de Floyd-Warshall : cléture par plus court chemin

0 _ .
{ m;; = m;;

B+l
m;;" = min(m

k

k k
ij> My =+ mkj)

Théoreme :

e 'm)=0 < Ji, ml’} <0;
e SiT'(m) # 0, alors m™ = m";

e m" se calcule en temps O(ng).

Treillis des matrices closes :

e on considere |'ensemble des matrices closes : m* = m;
e on ajoute un plus petit élément L* et on étend I" par I'(L*) = 0;
e le plus petit majorant est m V n, le plus grand minorant est (m An)* (ou L*);

e on obtient un treillis isomorphe par I' a un sous-treillis de P(V + 1).
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Fonctions de transfert

Modélisation d'un test : e(vg,...,v,-1) <0

['(me<o)) 2 { (0, Tn-1 | (0, .., Tn—1) € '(m), e(xg,...,2n-1) <0}

Exemples de définitions :

¢ {m(xjo_xiogd] -

¥

min(mij,c) Si (Z,]) — (i07j0)7
m;; sinon.

¢ Mir<o) =1

Modélisation de |'affectation : v; < e(vg, ..., vp_1)

F(my,e) 2 { (0,25, - Tp—1 | (Tos -+ - Tp—1) € ['(m), x; = e(xo, .- ..

Exemples de définitions :

_{+OO si 1 = jo ou j = jo,
— 2
m;; sinon.

¢ m(Xj0<—XiO—|—C) — ((m(ijH?))(wjo—wiogc))(:Jcio—a;jOS—c) quand 7 7£ J0

o |:m(xj0<—?)] id

[l est possible de modéliser tout le langage a partir de ces fonctions, U et N.

73771—1) }
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Elargissement

Probleme : méme dans DF, les itérations peuvent se stabiliser a w.

(m3)

x:=0 m2°: =0
*(m]_) m2k+1 . (ka)* V (((ka)(gy—m—kl))(xSmaX))*
(m4)
o m2~: 0<z, z <k, £ < max
X:=x+1 m2“ : 0 <z < max

Solution : opérateur d'élargissement v [Cousot 77]

e '(mVn) DI'(m)UTI'(n);

e VYmy, (n;);cn, la suite (m;);cn définie par m; .1 = m,;Vn,; est ultimement stationnaire.

Définition :

[mvn]i' =

{ mij S Ilz'j S mij,
J

+0o0  sinon.
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Représentation des octogones

But : étendre des graphes de potentiel 3 la représentation de contraintes = 4= 1y < c.

|dée : se ramener a des contraintes de la forme 2’ — 3y’ < ¢ par changement de variables.

Soit V' ={ v{,...,v5, |}
Un ensemble de contraintes de la forme =z &y < ¢ sur V s’écrit comme un graphe de potentiel sur

V'’ ol

la contrainte est représentée par
: / / / /
Ui U S (¢ #7) Ug; — Vg5 S C et Ugjig — Uiy S
. . / / / /
vitug < ¢ (0 #7) Vgi — V41 = ¢ et Uy —Uyy S
: ‘ / / / /
—U— U S (¢ #7) Ugjp1 — V2 S C et Wy —Vy S C
v, < ¢ Vg — Vg < 2c
v, > ¢ Voip1 — Vg < —2c
Contrainte : Vi, 7, m;; = My 1=1d1

m représente l'invariant I'/(m) appelé octogone :
F’(m) = { (ZC(), e ,a:n_l) e[ ‘ (CC(), —Z0y ..oy Ty—1, —an_l) c F(m) }
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Graphe de
potentiel

Invariant

Probleme : peut-on adapter les algorithmes du domaine des graphes de potentiel aux octogones ?

Solution : une fois le probleme de la forme normale résolu, les opérateurs d'union, d'intersection,
d'élargissement, le test d'inclusion, d'égalité, de vide et les fonctions de transferts s'adaptent facile-

ment.
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Forme normale pour les octogones

Probleme : la cléture m* n'est pas une forme normale!

ldée - utiliser deux transformations locales

v — v, < ¢ v — v <c
{vz—vggd — v, — v, <c+d vz—vg—gd — v/ < (c+d)/2
Algorithme de Floyd-Warshall modifié :
mO = m ( [Ck(n)] ij — mln( n;;,

(A) { m" !l = §(C*(m*)), 0< k < n N + Ny,

(C) % n;r + nEja
(B) [S(n)]ij = min(ny;, (n;; + ny;)/2) ni’_ﬂ + nlj:I% + N,

\ n;; + ng + ng; )

Théoreme : valable si I # Z
e "'(lm) =0 < Ji, ml’! <0;
e Sil"(m) # 0, alors m" = ming{ n | ['(m) =1"(n) }.

Si I = Z on n'a qu'une forme semi-normale
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Autre généralisation des graphes de potentiel

|dée : choisir un sous-ensemble C de P(I) et représenter un ensemble de contraintes de la forme

r—1Yyc C CecC, par une matrice n X n d'éléments de C.

Exemples :

e C={la,b], O, I } donne les contraintes de potentiel;
o C=1{aZ+b, ()} donne des contraintes de la forme x = 1 + a |b|.

Algorithme Floyd-Warshall étendu

m,; = A®B = blac Abe B
m; "' = mk N (m% om})) (A@B=tatblacdbeb))

Probleme : est-ce une forme normale?

T héories existantes : théorie spectrale sur les semi-anneaux
C n @ T 0 dNI=10

algebres tropicales Z U {—o0} max 4+ —o0

algebres dioides ZJ{+o00,—00} max + —oo +oo (F00)+ (—0)=
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Proposition d extension

Définition : C est un sous-ensemble de P(I)

e stable par N et &;

esiAecC alors{—-alac A} eC,

e siANB,ANC,BNC #0,alos ANBNC #0;

e pour tout famille (A;);cr, si (),c; Ai # D alors (), (A D A;) = AD ([,e; Ai).

Théoreme : gestion du caractere relationnel du domaine
Si m vérifie V¢, j, m;; = —my;, alors
e 'm)=0 < i, 0 ¢ mI;

o Sil'(m) # 0, alors m™ est la cloture par plus court chemin de m;

Reste a déterminer - est-ce une forme normale?

Construction du domaine abstrait : les opérateurs booléens et les fonctions de transfert se
fabriquent au cas par cas par extension des opérations naturelles sur C.
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Résultats

» b_¢ .
y 4 N
y 4 N
y 4 N
XK —XK—7%"— X
N V4
N V4
\ V4
XX
\ V4

N V4
NS

Domaine des contraintes Domaine des octogones

de potentiel
I'(D*) = { zones } I'V(D*) = { octogones }
[Miné 01] [Miné 01]
r—y<c +tr+y<c

colit cubique colit cubique

T = max T = max
X X
7 {agmax 7 {—maxgagmax

Domaine des congruences
de différence

I''(D*) = { congruences }

r=y+a b
colit cubique

4 | = =max
X7'{ a = max [2]
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