Définitions
(E, d) métrique compact (espace des phases)
f : E — E continue (loi d’évolution du systéme)

dy (2, y) = maxo<j<n d(f(2), f/(y))
B,,.¢(x, €) boule ouverte pour la distance d,,¢.

Approximation de la dynamique ; ensembles couvrants

e>0,n€EN
A C E (n,¢e) couvrant :

U Bn,f(a:,s) =F
T€EA

r(n, e, f) cardinal maximal d’un ensemble couvrant.

h(e, £) < limsup(~ Inr(n, e, £))
noo n

h(f) < lim h(e, f)

h(f) est 'entropie topologique de I'application f.

Dispersion des états proches; ensembles séparés
A C E (n,e) séparé :

‘v’(m,y) S Azam # Yy, dn,f(w’y) Z €

s(n, e, f) cardinal maximal d'un ensemble séparé.

haep(e, £) 2 limsup(~ In s(n, &, £))

noo n

déf lim hsep(sa f)

e—0+

hsep(f)

L’encadrement s(n, 2¢, f) < r(n, e, f) < s(n, e, f) montre que

hsep = h|

Une application est chaotique si son entropie est non nulle

— démultiplication rapide du nombre d’orbites visibles & chaque itération.




Théorémes de calcul

Entropie et conjugaison : 'invariance de ’entropie

EFE — FE

\I,J J‘IJ goV¥ =Wof

FLF

W surjective h(f) > h(g).

¥ bijective h(f) = h(g).

Moins facile : si W est surjective et le cardinal des fibres est majoré (« presque
conjugaison »), alors h(f) = h(g).

Petits théorémes

l)sik €N : h(fk) = kh(f).

2) si f est bijective : h(f~1) = h(f).

3)si E=FE{UE;U...UE, est une décomposition de E en sous-ensembles
fermés stables deux a deux disjoints alors h(f) = max; h(fig,)

4) si f est expansive (36 > 0\ Ve # y, In € N, d(f"(x), f*(y)) >
d), et p, le nombre de points de période m au sens large, alors h(f) >

. 1
lim SUPpoo 7, Pn

Exemples

— Les applications ayant une itérée 1-Lipschitziennes ont une entropie nulle.

— L’application doublement des angles, définie sur S = R /Z muni de
la distance naturelle par & — 2a est un exemple classique de sensibilité
aux conditions initiales : son entropie est In 2.

~ L’application logistique f,(z) = px(1 — x), dans le cas p > 2 + /5,
a une entropie In 2 sur 'ensemble A = {z\Vn € N, f}(z) € [0,1]} (qui
est un ensemble de Cantor).

— Dans le cas p = 4, f,, est « presque » conjuguée a 'application doublement
des angles par ¥ : 81 — [0, 1], > sin®(wx). Ainsi h(f4) = In 2.



Tentative de calcul numérique approché
de 'entropie

(* Constantes *)
let pas=0.0001 and eps=0.1 and nmax=5;;

(* Coeur de 1l’algorithme *)
let rneps f n eps a b =

let rec dnf f n x y = if n= -1 then 0. else max (abs_float (x-.y)) (dnf f (n-1) (f x) (f y))
in

let rec aux nb x y = if y>b then nb else

if (dnf f n x y>eps) then aux (nb+1) y (y+.pas) else aux nb x (y+.pas)

in aux 1 a (at.pas);;

(* Calcul de la suite des cardinaux des ensembles couvrants *)
let rec entr f n p eps a b =
if n=p then [] else (rneps f p eps a b)::(entr £ n (p+l1) eps a b);;

(* [a0, al, a2, ..] -> [al/a0, a2/al, ..] *)
let rec accr = function a::b::q -> (float_of_int b/. float_of_int a)::(accr (b::q)) | _ -> [1;;

(* Moyenne de la liste *)
let moyenne 1 =

let (s,n)=it_list (fun (somme,nb) x -> somme+.x, nb+1) (0.,0) 1
in s/.(float_of_int n);;

(* Entropie de la fonction f [a,b]->[a,b] *)
let entropie f a b = moyenne (tl (accr (entr f nmax O eps a b)));;

(* Fonctions de test x*)

let logistique mu x = let z=mu*.x*.(l.-.x) in if z<1. then z else 0.;;
let boulanger x = if x>0.5 then 2.*.(1.-.x) else 2.*.x;;

let compose f g x = f (g x);;

F1G. 1: Le code CAML de la fonction de calcul de ’entropie

Application Valeur calculée | Valeur théorique
boulanger 1.9688809213 2.0
compose boulanger boulanger 4.0308417489 4.0
logistique 2. 1.15498575499 1.0
logistique 4. 1.9535671351 2.0
logistique 6. 2.06222550767 2.0
fun x->sin (x*.3.1415) 1.98804742781 2.0
fun x->x 1.0 1.0

TAB. 1: Résultats de la fonction entropie



